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[bookmark: _Toc233371588]1.Charakterystyka przekroju pręta

Przekrój poprzeczny elementu konstrukcyjnego opisuje się za pomocą charakterystyk geometrycznych przekroju, które określają jego właściwości wytrzymałościowe. Wielkości te zależą wyłącznie od kształtu, wymiarów oraz rozmieszczenia pola powierzchni przekroju i nie zależą od rodzaju materiału, z którego wykonano element.
Charakterystyki geometryczne przekroju są podstawowym narzędziem stosowanym w wytrzymałości materiałów oraz mechanice budowli. Umożliwiają analizę pracy elementów konstrukcyjnych pod wpływem obciążeń oraz ocenę ich nośności, sztywności i stateczności. Wykorzystuje się je między innymi podczas obliczeń związanych z rozciąganiem, ściskaniem, zginaniem, skręcaniem oraz wyboczeniem.
Pręt poddany działaniu sił zewnętrznych ulega odkształceniu, a w jego przekrojach poprzecznych powstają siły wewnętrzne opisane rozkładem naprężeń. Do wyznaczenia tych naprężeń oraz analizy zachowania elementu konieczna jest znajomość geometrycznych charakterystyk przekroju.

Do najważniejszych charakterystyk geometrycznych figur płaskich należą:

· pole powierzchni przekroju A, 
· moment statyczny przekroju S, 
· osiowy moment bezwładności przekroju J, 
· moment odśrodkowy (iloczyn bezwładności) Jxy, 
· biegunowy moment bezwładności J₀, 
· promień bezwładności i1,2, 
· wskaźnik wytrzymałości przekroju W. 

Na rysunku przedstawiono podstawowe wielkości geometryczne charakteryzujące przekrój pod względem wytrzymałościowym.
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Rys. 1. Podstawione wielkości geometryczne charakteryzujące przekrój pod względem wytrzymałościowym.


[bookmark: _Toc233371589]2. Pole przekroju

Pole przekroju jest podstawową charakterystyką geometryczną figury płaskiej. Określa wielkość powierzchni przekroju poprzecznego elementu konstrukcyjnego i odgrywa istotną rolę w analizie jego wytrzymałości.
Pole przekroju wpływa bezpośrednio na nośność elementu przede wszystkim podczas osiowego rozciągania, osiowego ściskania oraz ścinania technicznego, gdzie naprężenia zależą głównie od wartości pola powierzchni.
W przypadku bardziej złożonych stanów obciążenia, takich jak zginanie lub skręcanie, sama wartość pola przekroju nie jest wystarczająca do oceny wytrzymałości elementu. Istotne staje się również rozmieszczenie pola względem przyjętych osi, czyli kształt przekroju. W analizie zginania znaczenie ma dodatkowo orientacja przekroju 

względem kierunku działania momentu zginającego. Z tego względu wprowadza się kolejne charakterystyki geometryczne przekroju, takie jak momenty statyczne oraz momenty bezwładności.
Podczas wyznaczania sił wewnętrznych i naprężeń w przekroju analizę prowadzi się względem środka ciężkości przekroju, dlatego określenie jego położenia stanowi jeden z podstawowych etapów obliczeń. Wyznaczenie środka ciężkości wymaga znajomości momentów statycznych przekroju.
W przypadku przekrojów jednorodnych, dla których gęstość powierzchniowa jest jednakowa w każdym punkcie, można przyjąć jej wartość równą 1. Dzięki temu obliczenia geometrycznych charakterystyk przekroju sprowadzają się wyłącznie do całkowania po polu powierzchni.
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   Rys. 2. Schemat elementarnego pola przekroju.

Na rysunku 2 przedstawiono elementarne pole dA znajdujące się w punkcie o współrzędnych (x, y) oraz w odległości r od początku układu współrzędnych.
Ogólna definicja pola powierzchni
Pole powierzchni figury definiuje się jako sumę nieskończenie małych elementów pola powierzchni dA.
W zapisie całkowym:

 
gdzie:
· A – pole powierzchni przekroju, 
· dA – elementarne pole powierzchni, 
· ρ(x,y) – gęstość powierzchniowa zależna od położenia punktu. 
[bookmark: _Toc233371590]3. Moment statyczny przekroju
Na rysunku 3 przedstawiono interpretację geometryczną momentu statycznego przekroju. Wartość momentu statycznego wyznacza się jako całkę z iloczynu elementarnego pola dA oraz jego odległości od rozpatrywanej osi. Schemat ilustruje również zależności wykorzystywane do wyznaczania momentów statycznych względem osi x i y.
[image: ]
Rys. 3. Moment statyczny przekroju – definicja, interpretacja i podstawowe zależności.

Moment statyczny przekroju jest wielkością geometryczną określającą rozmieszczenie pola przekroju względem wybranej osi. Stanowi całkę z iloczynu elementarnego pola powierzchni oraz jego odległości od osi, względem której jest wyznaczany.
Dla układu współrzędnych x–y momenty statyczne przekroju definiuje się następująco:
Względem osi x					

                  			         
Względem osi y

 
gdzie:
· A – pole powierzchni przekroju, 
· dA – elementarne pole powierzchni, 
· x – odległość elementu dA od osi y, 
· y – odległość elementu dA od osi x. 

Moment statyczny może przyjmować wartości dodatnie, ujemne lub równe zeru, w zależności od położenia przekroju względem przyjętego układu współrzędnych.
Moment statyczny określa sposób rozmieszczenia pola przekroju względem wybranej osi. Im większa część pola znajduje się w większej odległości od osi odniesienia, tym większa jest wartość momentu statycznego.
Moment statyczny nie opisuje sztywności przekroju, lecz jego położenie względem osi odniesienia. Wielkość ta jest wykorzystywana przede wszystkim do:
· wyznaczania współrzędnych środka ciężkości przekroju, 
· obliczania naprężeń stycznych w belkach, 
· analizy przekrojów złożonych. 
Szczególnie ważną właściwością momentu statycznego jest to, że moment statyczny względem osi przechodzącej przez środek ciężkości przekroju jest równy zeru.
Dla figur prostych moment statyczny można wyznaczyć bez całkowania, korzystając z zależności:


gdzie:
· xs​, ys​ – współrzędne środka ciężkości przekroju, 
· A – pole powierzchni przekroju. 
Jednostką momentu statycznego jest  j3     najczęściej: mm3,  cm3,  m3
[bookmark: _Toc233371591]4. Wyznaczanie środka ciężkości przekroju
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Rys. 4. Środek ciężkości przekroju w układzie współrzędnych.


Moment statyczny przekroju jest wielkością addytywną, co oznacza, że moment statyczny figury złożonej jest równy sumie momentów statycznych wszystkich figur składowych względem tej samej osi.
Dzięki tej właściwości momenty statyczne wykorzystuje się do wyznaczania współrzędnych środka ciężkości przekrojów złożonych.
Środek ciężkości przekroju oznacza się symbolem S i definiuje jako punkt, względem, którego momenty statyczne całego przekroju są równe momentom statycznym pola skupionego w tym punkcie.
Dla przekroju złożonego współrzędne środka ciężkości wyznacza się z zależności:







gdzie:
· dA-   mały element pola
· x, y – odległość tego elementu od odpowiedniej osi.



gdzie:
· Ai​ – pole i-tej figury składowej, 
· xi​, yi​ – współrzędne środka ciężkości i-tej figury, 
· xc​, yc​ – współrzędne środka ciężkości całego przekroju. 

Właściwości środka ciężkości
Środek ciężkości przekroju posiada następujące właściwości:
· znajduje się w płaszczyźnie przekroju i w szczególnych przypadkach może leżeć poza jego obszarem, 
· moment statyczny względem każdej osi przechodzącej przez środek ciężkości jest równy zeru, 
· osie przechodzące przez środek ciężkości nazywa się osiami środkowymi (centralnymi), 
· jeżeli przekrój posiada jedną oś symetrii, środek ciężkości leży na tej osi, 
· jeżeli przekrój posiada dwie lub więcej osi symetrii, środek ciężkości znajduje się w punkcie ich przecięcia.




[bookmark: _Toc233371592]5. Momenty bezwładności przekroju

Moment bezwładności przekroju jest jedną z podstawowych charakterystyk geometrycznych przekroju poprzecznego. Określa sposób rozmieszczenia pola powierzchni względem wybranej osi lub punktu i stanowi miarę odporności przekroju na odkształcenia wywołane obciążeniami.
W przeciwieństwie do pola powierzchni, moment bezwładności uwzględnia nie tylko wielkość przekroju, lecz również rozmieszczenie jego pola względem rozpatrywanej osi. Oznacza to, że dwa przekroje o jednakowym polu mogą mieć różne momenty bezwładności, a tym samym różną sztywność podczas zginania lub skręcania.

Im większa część pola przekroju znajduje się w większej odległości od osi odniesienia, tym większa jest wartość momentu bezwładności.
Moment bezwładności zależy od:
· kształtu przekroju, 
· wymiarów przekroju, 
· położenia osi lub punktu, względem których jest wyznaczany. 
W wytrzymałości materiałów wyróżnia się trzy podstawowe rodzaje momentów bezwładności przekroju:
· osiowe momenty bezwładności Jx,  Jy 
· odśrodkowy moment bezwładności (iloczyn bezwładności) Jxy 
· biegunowy moment bezwładności J0​. 
Na rysunku 5 przedstawiono podstawowe rodzaje momentów bezwładności oraz odpowiadające im definicje matematyczne.
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      Rys.5. Podział momentów bezwładności przekroju oraz ich definicje matematyczne.

Moment bezwładności określa odporność przekroju na zginanie oraz skręcanie. Im większy jest moment bezwładności, tym:
· mniejsze są naprężenia podczas zginania przy tym samym momencie zginającym, 
· mniejsze są ugięcia elementu, 
· większa jest sztywność konstrukcji. 

Dlatego w elementach konstrukcyjnych, takich jak dwuteowniki, ceowniki czy profile zamknięte, materiał rozmieszcza się możliwie daleko od osi obojętnej, co pozwala uzyskać dużą wartość momentu bezwładności przy niewielkim wzroście masy.






[bookmark: _Toc233371593]6. Momenty bezwładności osiowe

Osiowe momenty bezwładności określają rozmieszczenie pola przekroju względem wybranej osi układu współrzędnych. Stanowią one podstawową miarę odporności przekroju na zginanie względem osi x oraz y.
Moment bezwładności względem osi x zależy od odległości poszczególnych elementów pola od tej osi i jest określony zależnością:

 
Natomiast moment bezwładności względem osi y wyraża wzór


Zależności te pokazują, że moment bezwładności zależy od kwadratu odległości elementarnego pola od rozpatrywanej osi. Oznacza to, że elementy przekroju położone dalej od osi mają znacznie większy wpływ na wartość momentu bezwładności niż elementy znajdujące się blisko osi.

Osiowy moment bezwładności jest miarą sztywności przekroju podczas zginania względem rozpatrywanej osi.
Im większa wartość momentu bezwładności:
· tym większa sztywność elementu, 
· tym mniejsze ugięcia podczas zginania, 
· tym mniejsze naprężenia zginające przy tym samym momencie zginającym. 
Jednostką osiowego momentu bezwładności jest j4  najczęściej: mm4, cm4, m4
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Rys. 6. Przedstawia definicję osiowych momentów bezwładności względem osi x i y.

[bookmark: _Toc233371594]7. Moment bezwładności odśrodkowy Jxy

Na rysunku 7 przedstawiono interpretację geometryczną odśrodkowego momentu bezwładności przekroju Jxy. Wielkość ta opisuje jednoczesne rozmieszczenie pola przekroju względem dwóch prostopadłych osi x i y. W przeciwieństwie do osiowych momentów bezwładności, które zależą od kwadratu odległości od jednej osi, odśrodkowy moment bezwładności zależy od iloczynu współrzędnych x i y elementarnego pola dA. Oznacza to, że jego wartość zależy od położenia pola w poszczególnych ćwiartkach układu współrzędnych i może być dodatnia, ujemna lub równa zeru. Jeżeli przekrój posiada oś symetrii lub układ osi pokrywa się z osiami głównymi przekroju, wówczas odśrodkowy moment bezwładności jest równy zeru Jxy=0.




Odśrodkowy moment bezwładności nie informuje o wielkości sztywności przekroju, lecz o sposobie rozmieszczenia pola względem dwóch osi jednocześnie. Jest on miarą wzajemnego powiązania zginania względem osi x i y. Jeżeli Jxy=0, zginanie względem jednej osi nie powoduje zginania względem drugiej. Dlatego wyznaczenie osi głównych przekroju, dla których Jxy=0, ma duże znaczenie w analizie wytrzymałościowej elementów konstrukcyjnych.
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Rys. 7. Odśrodkowy moment bezwładności przekroju – definicja i interpretacja      geometryczna.







[bookmark: _Toc233371595]8. Momenty bezwładności biegunowe

Moment bezwładności biegunowy jest wielkością geometryczną określającą sposób rozmieszczenia pola przekroju względem wybranego punktu, zwanego biegunem. W przeciwieństwie do osiowych momentów bezwładności, które odnoszą się do pojedynczej osi, moment biegunowy uwzględnia odległość każdego elementu pola od punktu odniesienia. Na rysunku 8 przedstawiono definicję momentu bezwładności biegunowego, jego interpretację geometryczną oraz związek z osiowymi momentami bezwładności. Schemat ilustruje również, że największy wpływ na wartość momentu biegunowego mają elementy pola położone najdalej od bieguna, ponieważ ich udział jest proporcjonalny do kwadratu odległości (r). Dla dwóch wzajemnie prostopadłych osi przechodzących przez ten sam biegun moment bezwładności biegunowy jest równy sumie osiowych momentów bezwładności, co stanowi jedno z podstawowych twierdzeń wykorzystywanych w analizie przekrojów.
Na rysunku 8 przedstawiono definicję oraz interpretację geometryczną momentu bezwładności biegunowego. Wielkość ta określa rozmieszczenie pola przekroju względem wybranego bieguna O. Ponieważ moment biegunowy zależy od kwadratu odległości elementów pola od bieguna, największy wpływ na jego wartość mają elementy położone najdalej od punktu odniesienia. Dla dwóch wzajemnie prostopadłych osi przechodzących przez ten sam biegun moment biegunowy jest równy sumie osiowych momentów bezwładności.
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Rys. 8. Moment bezwładności biegunowy przekroju – definicja i interpretacja geometryczna.


[bookmark: _Toc233371596]9. Wzory Steinera (twierdzenie o osiach równoległych)

Twierdzenie Steinera, nazywane również twierdzeniem o osiach równoległych, umożliwia wyznaczenie momentu bezwładności przekroju względem osi równoległej do osi przechodzącej przez środek ciężkości przekroju.
Twierdzenie to stanowi jedno z podstawowych narzędzi stosowanych podczas obliczania momentów bezwładności przekrojów złożonych oraz momentów względem osi nieprzechodzących przez środek ciężkości.
Na rysunku 9 przedstawiono ideę twierdzenia Steinera oraz zależności wykorzystywane do wyznaczania momentów bezwładności względem osi równoległych.

[image: ]
 Rys. 9. Interpretacja geometryczna twierdzenia Steinera oraz wyznaczanie momentów bezwładności względem osi równoległych.

Twierdzenie Steinera
[bookmark: _Hlk233276857]Jeżeli znany jest moment bezwładności figury względem osi przechodzącej przez jej środek ciężkości, to moment bezwładności względem osi równoległej wyraża zależność


gdzie: A – pole figury; d – odległość między równoległymi osiami
Jeżeli osi x nie przechodzi przez środek ciężkości to:

Przesunięcie dowolnego układu osi
Jeżeli osie odniesienia nie przechodzą przez środek ciężkości przekroju, momenty bezwładności wyznacza się z zależności





natomiast odśrodkowy moment bezwładności określa wzór


Jx0 , Jy0 , Jx0y0 – momenty bezwładności względem osi środkowych,
xc, yc – współrzędne środka ciężkości,
A – pole przekroju.

Twierdzenie Steinera pokazuje, że oddalenie osi od środka ciężkości powoduje zwiększenie momentu bezwładności. Wynika to z faktu, że coraz większa część pola przekroju znajduje się w odległości większej od rozpatrywanej osi, a moment bezwładności zależy od kwadratu tej odległości.
Oznacza to, że:
· im większa odległość między osiami, 
· tym większy moment bezwładności względem osi przesuniętej. 

Wzory Steinera znajdują zastosowanie przede wszystkim podczas:
· obliczania momentów bezwładności przekrojów złożonych, 
· wyznaczania momentów względem osi brzegowych, 
· analizy przekrojów cienkościennych, 
· obliczeń wytrzymałościowych belek i ram, 
· wyznaczania głównych momentów bezwładności. 

Momenty bezwładności przekrojów złożonych
Moment bezwładności jest wielkością addytywną, co oznacza, że moment bezwładności przekroju złożonego jest równy sumie momentów bezwładności jego figur składowych, pod warunkiem, że wszystkie momenty bezwładności zostały wyznaczone względem tej samej osi odniesienia.


Przekrój złożony może składać się z:
· figur pełnych (materiału), których momenty bezwładności dodaje się, 
· figur pustych (otworów lub wycięć), które traktuje się jako figury o ujemnym polu powierzchni, dlatego ich momenty bezwładności odejmuje się. 
W praktyce zależności te można zapisać w postaci:
· dla figur pełnych 



co oznacza:   
Pod warunkiem, że wszystkie momenty bezwładności zostają obliczone względem tej samej osi.
Na rysunku 10 przedstawiono przykłady rozkładu przekrojów złożonych na figury proste oraz sposób uwzględniania figur pełnych i pustych podczas obliczania pola powierzchni oraz momentów bezwładności.
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Rys. 10. Przykłady rozkładu przekrojów złożonych na figury proste oraz zasady uwzględniania figur pełnych i pustych podczas obliczania pola powierzchni i momentów bezwładności.




[bookmark: _Toc233371597]10. Osie główne momentów bezwładności

Podczas analizy przekrojów poprzecznych szczególne znaczenie mają osie główne momentów bezwładności. Są to wzajemnie prostopadłe osie, względem których odśrodkowy moment bezwładności (iloczyn bezwładności) jest równy zeru
Jxy​=0. 
W takim układzie osi zginanie względem jednej osi nie jest sprzężone ze zginaniem względem drugiej, co znacznie upraszcza analizę wytrzymałościową elementów konstrukcyjnych.
Na rysunku 11 przedstawiono różnicę pomiędzy osiami środkowymi (centralnymi), osiami głównymi oraz osiami głównymi środkowymi.
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Rys. 11. Porównanie osi środkowych, głównych i głównych środkowych momentów bezwładności.

· Osie środkowe (centralne)
Osie środkowe są to osie przecinające się pod kątem prostym w środku ciężkości przekroju. Ich położenie zależy wyłącznie od położenia środka ciężkości i nie musi pokrywać się z osiami głównymi.
· Osie główne
Osie główne są to wzajemnie prostopadłe osie, względem których odśrodkowy moment bezwładności jest równy zeru    Jxy​=0. 
Dla tych osi momenty bezwładności przyjmują wartości ekstremalne:
· największą J1=Jmax​, 
· najmniejszą J2=Jmin​. 
Można powiedzieć, że są to kierunki, w których przekrój zachowuje się najprościej podczas zginania.
· Osie główne środkowe
Osie główne środkowe stanowią szczególny przypadek osi głównych. Są to osie główne, które przechodzą przez środek ciężkości przekroju.
Dla tych osi jednocześnie spełnione są dwa warunki:
· osie przecinają się w środku ciężkości przekroju, 
· odśrodkowy moment bezwładności jest równy zeru Jxy​=0. 
To właśnie względem tych osi momenty bezwładności osiągają wartości maksymalną i minimalną.
· Wyznaczanie głównych środkowych momentów bezwładności
Jeżeli znane są centralne momenty bezwładności
JXc, JYc, JXcYc,
to główne momenty bezwładności wyznacza się z zależności


Położenie osi głównych określają zależności
gdzie:




· JXc,  JYc ​​ – centralne momenty bezwładności, 
· JXcYc ​​ – centralny odśrodkowy moment bezwładności, 
· J1,  J2​ – główne momenty bezwładności, 
· φ1,  φ2 – kąty położenia osi głównych względem osi środkowych. 
Jeżeli układ osi zostanie obrócony do położenia osi głównych, główne momenty bezwładności J1 i J2 wyznaczają odpowiednio kierunki największej i najmniejszej sztywności zginania przekroju.
Wyznaczenie osi głównych jest szczególnie istotne podczas analizy zginania niesymetrycznego oraz projektowania elementów konstrukcyjnych, ponieważ pozwala prowadzić obliczenia w układzie, w którym odśrodkowy moment bezwładności jest równy zeru.
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Dla przekrojów niesymetrycznych osie środkowe nie są na ogół osiami głównymi. W celu wyznaczenia osi głównych środkowych należy określić taki kąt obrotu układu osi środkowych, przy którym odśrodkowy moment bezwładności osiąga wartość równą zeru (Jxcyc=0). Otrzymany układ osi wyznacza główne kierunki przekroju, względem których momenty bezwładności przyjmują wartości ekstremalne – maksymalną i minimalną. 


Jeżeli układ osi prostokątnych (x,y) zostanie obrócony o kąt   wokół środka ciężkości przekroju S, otrzymuje się nowy układ osi  . Momenty bezwładności względem osi obróconych można wyznaczyć na podstawie momentów bezwładności względem osi pierwotnych oraz odśrodkowego momentu bezwładności.
Na rysunku 12 przedstawiono interpretację geometryczną obrotu układu osi oraz zależności umożliwiające wyznaczenie momentów bezwładności względem osi obróconych.
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 Rys.12. Wyznaczenie momentów bezwładności względem osi obróconych.



Momenty bezwładności względem osi   i   opisują zależności

 

Natomiast odśrodkowy moment bezwładności względem osi obróconych wynosi:


.

Podczas obrotu układu osi:
· zmieniają się wartości osiowych momentów bezwładności, 
· zmienia się wartość odśrodkowego momentu bezwładności, 
· nie zmieniają się właściwości geometryczne przekroju. 
Szczególnym przypadkiem są osie główne, dla których

  
W tym położeniu momenty bezwładności osiągają wartości maksymalną i minimalną.
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Podczas obrotu układu osi przechodzących przez ten sam punkt zmieniają się wartości poszczególnych momentów bezwładności. Istnieją jednak wielkości, które pozostają stałe niezależnie od kąta obrotu osi. Wielkości te nazywa się niezmiennikami momentów bezwładności.
Niezmienniki opisują te same właściwości geometryczne przekroju niezależnie od orientacji układu współrzędnych. W praktyce wykorzystuje się je przede wszystkim do wyznaczania głównych momentów bezwładności oraz sprawdzania poprawności obliczeń.

· Pierwszy niezmiennik
Dla dowolnych osi przechodzących przez ten sam punkt zachodzi zależność

 
Oznacza to, że suma osiowych momentów bezwładności nie zależy od orientacji układu osi.
Jednocześnie suma ta jest równa biegunowemu momentowi bezwładności względem rozpatrywanego punktu.


· Drugi niezmiennik
Drugim niezmiennikiem jest zależność


Oznacza ona, że iloczyn osiowych momentów bezwładności pomniejszony o kwadrat odśrodkowego momentu bezwładności pozostaje stały podczas obrotu układu osi.
Niezmienniki momentów bezwładności są wykorzystywane do:
· wyznaczania głównych momentów bezwładności, 
· określania położenia osi głównych, 
· sprawdzania poprawności obliczeń, 
· analizy przekrojów niesymetrycznych. 
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Rys. 1 Schemat przekroju 

Dane  punkty: (0; 2), (7; 2), (7; -2), (4; 0), (4; -6), (2; -6), (2; 0), (0; -3), (0; 2), połączone  kolejno utworzą  figurę  (przekrój).  Dla  danej  figury (przekroju) znaleźć  położenie  środka  ciężkości  oraz  obliczyć:
1. Momenty  bezwładności  względem  osi  układu  początkowego.
2. Odśrodkowy  moment  bezwładności  względem  układu  początkowego.
3. Momenty  bezwładności  względem  osi  środkowych.
4. Odśrodkowy  moment  bezwładności  względem  osi  środkowych.
5. Główne  momenty  bezwładności  względem osi  środkowych.



1. Pole powierzchni przekroju


 

2. Momenty statyczne Sx i Sy









3. Współrzędne środka ciężkości        XC   , YC      



4. Osiowe momenty bezwładności względem osi układu początkowego X,Y


 
	



5. Odśrodkowy (dewiacyjny) moment bezwładności względem osi układu początkowego X,Y
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6. Osiowe momenty bezwładności względem osi środkowych XC, YC
	












SPRAWDZENIE:


 


7. Odśrodkowy moment bezwładności względem osi środkowych






SPRAWDZENIE:







8. Główne środkowe momenty bezwładności







9. Położenie osi głównych środkowych














10. Elipsa bezwładności

Promienie bezwładności


11. Sprawdzenie obliczeń

· Kąty:




· Niezmienniki momentów bezwładności







SPRAWDZENIE ZA POMOCĄ KOŁA MOHRA na wyznaczeniu głównych momentów bezwładności oraz położenia osi głównych z wykorzystaniem koła Mohra. Otrzymane wartości porównuje się z wynikami obliczeń analitycznych. Zgodność głównych momentów bezwładności oraz kąta obrotu osi potwierdza poprawność przeprowadzonych obliczeń.
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[bookmark: _Hlk233712034]Współrzędne punktów tworzących figurę (połączone kolejno): (0,0), (2,3), (4,3), (7,0), (0,-3), (0,0)
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(2;3)
(4;3)
2
I
IV
Yo
II
Yo
Xo
Yo
3
1
Xo
(3;1.5)
Xo
(1.3333;1)
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(2,3333;-1)
3
-2
III
-3
(0;-3)
7
-4










29 34'




60 26'











1. Pole powierzchni figury

 

2. Momenty statyczne względem osi układu początkowego X, Y




3. Współrzędne położenia środka ciężkości figury




4. Osiowe momenty bezwładności względem osi początkowych X, Y



5. Odśrodkowy (dewiacyjny) moment bezwładności względem osi początkowych X, Y



6. Osiowe momenty bezwładności względem osi środkowych Xc, Yc
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7. Odśrodkowy moment bezwładności względem osi środkowych Xc, Yc






Sprawdzenie obliczeń



8. Momenty bezwładności względem osi głównych środkowych





9. Położenie osi głównych środkowych











10. Elipsa bezwładności

promienie bezwładności


11. Sprawdzenie obliczeń

· kąty:




· niezmienniki momentów bezwładności:





Sprawdzenie za pomocą koła Mohra

W układzie osi momenty osiowe – momenty odśrodkowe zaznaczamy punkty o współrzędnych A=(Jxc, Jxyc) i B=(Jyc, - Jxcyc). Odcinek powstały z połączenia punktów A i B przecina poziomą oś układu współrzędnych w punkcie K, który jest środkiem okręgu o promieniu KA=KB. Miejsca przecięcia okręgu z osią poziomą w punktach C i D to odpowiednio wartości głównych środkowych momentów bezwładności Jmin i Jmax. Natomiast odcinki AC i AD wyznaczają kierunki osi głównych środkowych.
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MOMENT STATYCZNY PRZEKROJU

Wielko$¢ geometryczna okreslajgca rozmieszczenie pola przekroju wzgledem wybranej osi.

y
y |ome o dA
i
Y K
!
H
0 ®

Elementarne pole dA znajduje si¢

w odlegtosci y od osi x i x od osi y.

S

DEFINICJA

Moment statyczny pola A wzgledem osi jest zdefiniowany jako
catka z iloczynu odlegtosci elementarnego pola od tej osi i tego pola.

WZGLEDEM OSI x WZGLEDEM OSl y
G, = f y dA §,= f x dA
* Ja 2=
gdzie:
+ dA - elementarne pole powierzchni,
e x - odlegloé¢ elementu dA od osi y,
e y - odlegtoé¢ elementu dA od osi x.

INTERPRETACJA

Moment statyczny okreéla rozmieszczenie pola przekroju wzgledem
wybranej osi. Im wigksza cze4¢ pola znajduje sie w wigkszej odleglodci
od osi, tym wigksza jest wartoé¢ momentu statycznego.

Jezeli 0% przechodzi przez érodek cigzkosci przekroju, moment
statyczny wzgledem tej osi jest réwny zeru.

Wielkoé¢ ta jest wykorzystywana do wyznaczania érodka ciezkoéci
oraz obliczania naprezer stycznych.

WZOR PRAKTYCZNY (DLA FIGUR PROSTYCH)

Dla pola A o wspéirzednych érodka cigzkoéci (xs, ¥s):

Sy =A-yg Sy =A-x
gdzie:
© Xg, s - wspirzedne érodka cigzkosci przekroju,
« A - pole powierzchni przekroju.

o JEDNOSTKA
j3

najczesciej: mm®

’ cms, mz
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MOMENTY BEZWLADNOSCI PRZEKROJU

Momenty bezwtadnosci sa miarg rozmieszczenia pola przekroju wzgledem wybranej osi lub punktu.
Okreslajg one odporno$¢ przekroju na zginanie i skrecanie. Im wigksza cze$¢ pola znajduje si¢ dalej od osi,

tym wigksza jest wartos¢ momentu bezwtadnosci.

BIEGUNOWY MOMENT

OSIOWE MOMENTY

ODSRODKOWY MOMENT

BEZWLADNOSCI BEZWLADNOSCI BEZWLADNOSCI
I Y Y
dA y---- dA Ao da
0
0 x X 0o x x
- 2 “4
= [ rrada = [ oAan W = ] st =
Jo fA 5= ] o= Joy= [, xydA
Biegunowy moment bezwtadnosci Osiowe momenty bezwtadnosci Odérodkowy moment bezwladnosci
wagledem punktu O. wagledem osi x oraz osi y. wagledem osi x i osi .
ZNACZENIE ZNACZENIE ZNACZENIE

Charakteryzuje odpornos¢ przekroju
na skrecanie wokét punktu O.
Zwigzany jest z odksztatceniami
postaciowymi przy skrecaniu.

+ J, — geometryczna miara odpornosci przekroju
na zginanie wzgledem osi x.

* J, - geometryczna miara odpornosci przekroju
na zginanie wzgledem osi y.

Charakteryzuje sprzgzenie zginania
wzgledem obu osi. Dla przekrojéw,

dla ktérych co najmniej jedna z osi
ukfadu wspéirzednych jest osia symetrii,
moment odérodkowy wzgledem tego
ukfadu osi jest réwny zeru.

o JEDNOSTKA

14

najczesciej: mm*, em*, m*

PRZYKLAD: DWUTEOWNIK

04y — oé pionowa przechodzaca przez érodek cigzkosci.
0$ x — o pozioma przechodzaca przez érodek cigzkosci.
Im wigksza czesé pola przekroju znajduje sig dalej od osi,

tym wigksza wartoéé momentu bezwladnoéci wzgledem tej osi.
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MOMENTY BEZWLADNOSCI OSIOWE

Miara rozmieszczenia pola przekroju wzgledem wybranej osi oraz
odpornosci przekroju na zginanie.

WZGLEDEM 0S| x

DEFINICJA
o= fA y2 dA

Moment bezwtadnosci osiowy wzgledem osi x.
Odlegtos¢ elementu dA od osi x wynosi y.

Jy  ljednostka: 4

WZGLEDEM OSl y

— 4
» PR
x ¥

DEFINICJA
= 2
Jy = [ x*aa

Moment bezwtadnosci osiowy wzgledem osi y.
Odlegto$¢ elementu dA od osi y wynosi x.

Jy [jednostka: j*] J

INTERPRETACJA
Im dalej od osi znajduje sig pole przekroju,

tym wigkszy jest osiowy moment bezwtadnosci.

Wigkszy moment bezwtadnosci oznacza

wigkszg odporno$¢ przekroju podczas zginania.

JEDNOSTKA

(np. mm*, cm*, m*)
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SRODK

MOMENT BEZWLADNOSCI

Xy

Wielko$¢ geometryczna okreslajgca wzajemne rozmieszczenie pola przekroju wzgledem osi x i y.

Okresla sprzezenie zginania wzgledem obu osi.

© orrinvican

Odsrodkowy moment bezwtadnoci wzgledem osi x iy

definiowany jest zaleznoécia:

ey = foydA

gdzie:

o x - odlegtos¢ elementu dA od osi ¥,
o y - odleglos¢ elementu dA od osi x,
o A - pole przekroju,

 dA - elementarne pole powierzchni.

o INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA

Dla elementu dA lezacego

w punkcie (x, y) iloczyn x - y
mote byé dodatni lub ujemny
w zaleznosci od znaku
wspstrzednych.

Stad Jy,, moze by¢ dodatni,
ujemny lub réwny zeru.

Potozenie elementu dA lloczyn x -y Wptyw na J,,
Ilub Il éwiartka ~ (x -y > 0) dodatni dodaje (+)
b IV éwiartka  (x -y < 0) ujemny odejmuje ()
O$xluby (x=0lby=0) réwny 0 nie wptywa

e WEASCIWOSCI

° Odsrodkowy moment bezwtadnosci
moze by¢ dodatni, ujemny
lub réwny 0.

@ Uktad osi XY, w ktorym Jy, = 0
nazywa si¢ uktadem osi gtéwnych.

@ Aby Jyy, = 0, wystarczy, zeby
jedna z osi byta osig symetrii
przekroju.

@ Uktad osi gtéwnych o pozzatku
w érodku cigzkosci przekroju
nosi nazwe osi gtéwnych
érodkowych.

© eonosTka

4 o

J

(np. mm‘, cm‘, m“)

Jezeli moment odsrodkowy bezwtadnosci . yy, Jest rézny od zera,
to zginanie wzgledem jednej osi jest sprzezone ze zginaniem
wzgledem drugiej osi. Oznacza to, ze obcigzenie powodujace
zginanie wzgledem osi x wywoluje réwniez ugiecie zwigzane

z osig y, i odwrotnie.
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OMENT BEZWLADNOSCI Bl ow

Wielko$é geometryczna okreslajgca rozktad pola przekroju wzgledem wybranego punktu (bieguna) O.
Jest miarg odpornosci przekroju na skrecanie.

=
o DEFINICJA e ZWIAZEK Z MOMENTAMI OSIOWYMI e INTERPRETACJA
Poniewaz r? = x? + y?, to: Element dA potozony w odlegtoéci r od bieguna O
whosi do catki wktad réwny 12 dA.
Jo=f(x2+y2)dA=Jx+Jy y
4 dA

Biegunowy moment bezwladnosci jest suma
osiowych momentéw bezwtadnosci wzgledem

dwéch wzajemnie prostopadtych osi x iy
przechodzacych przez ten sam biegun O.

e

od bieguna O, tym wigkszy jest jego wptyw

kwadratu odlegtoéci r i elementarnego pola dA. T .
na wartoé¢ momentu biegunowego.

! i
Jo = f 2 dA ! | 0 x
A | :
|
Moment bezwtadnoéci biegunowy wzgledem i i (R e S (AP b
bieguna O definiuje sig jako catke z iloczynu ! A + A 1 o ek g N e b
i
! ]
! L}
! ]

r — odlegtos¢ elementu dA od bieguna O
dA ~ elementarne pole przekroju

UWAGA
Moment bezwtadnosci biegunowy jest réwny sumie momentow =
bezwtadnosci osiowych wzgledem osi x i y, ktére sa prostopadte ]0 = Jx + ]y J

i przechodza przez ten sam biegun O.

(np. mm*, cmé, m?)

ZASTOSOWANIE 5
Moment bezwtadnoéci biegunowy wykorzystywany jest m.in. w analizie skrecania pretow O O‘("F’“"‘_"s‘ na @ Chafk{ewswh
oraz w obliczeniach wytrzymatoéciowych elementéw pracujacych na ztozone stany naprezeri. SiTecanie. przekroju
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WZORY STEINERA (TWIERDZENIE O OSIACH ROWNOLEGLYCH)

Umozliwiajg obliczenie momentu bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegtej do osi przechodzacej przez $rodek cigzkosci.

SCHEMAT

b

=iflle —oe s
b
a

-t

o

PRZYKLAD y,
% I
i
I
6cm [ ,_;_‘Zsig__,xo
|
|
I
o~ x

Prostokat 3 X 6 cm

il

WZORY STEINERA

Dia osi réwnolegtej do osi x: Jo=Jy + Ad?

Dla osi réwnolegtej do osi y: = 2
seidocsiy  J =], +Ab

OZNACZENIA

Jx,Jy - momenty bezwtadnodci wzgledem osi przesunietych

(réwnolegtych)

Jxg, Jy, - centraine momenty bezwfadnosci
(osie przechodzace przez érodek cigzkosci )
~ pole przekroju
a ~ odleglosé miedzy osiami réwnoleglymi do osi x
(odlegloé¢ od érodka cigzkosci w kierunku osi y)
b ~ odlegtosé miedzy osiami réwnoleglymi do osi y
(odlegloéé od érodka cigzkosci w kierunku osi x)
Xo.Yo - osie przechodzace przez érodek cigzkosci S
(osie centralne)
x,y - dowolne osie réwnolegte odpowiednio do osi xo lub Yo

(osie przesunigte)

Pole: A =36 = 18 cm?
Centralny moment bezwtadnoéci wzgledem osi x, (przez S):
bh®* 3.6°
Jy, === = = 54 cm*
TR 12

Odlegtosé od érodka cigzkosci do dolnej krawedzi:

a =3cm

Moment bezwtadnosci wzgledem osi x (dolnej) — przesunietej:

216 cm*

Jp=Jy, + Aa® = 54 + 18-3% =

WLASCIWOSCI

Im wigksza odlegtos¢ migdzy osiami (a, b),
tym wigkszy moment bezwtadnosci.

Wzory Steinera stosuje si¢ tylko
dla osi réwnolegtych.

Wzory mozna stosowaé w dowolnym
uktadzie wspétrzednych.
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OSIE SRODKOWE
(CENTRALNE) - osic
przecinajace sic pod
katem prostym w $rodku

ciezkosci
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OSIE GLOWNE $SRODKOWE -
osie glowne przecinajace si pod

katem prostym w $rodku cigzkosci.
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OSIE GEOWNE - osie

przecinajace si¢ pod katem prostym:
(dla ktérych moment odérodkowy
r6wnasi 0.
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MOMENT BEZWLADNOSCI WZGLEDEM OSI OBROCONYCH

opis

Jetel uktad o prostolatnych (x, ) obrécimy o kat ¢
wokétérodka cigtkoke S, otrzymamy nowe osie (€.1).
Momenty bezwiadnoici wigigdem os obréconyeh

motna wyrezi priez momenty wagledom osi plerwotnych
oraz moment odirodkony .y

wzoRY
Je = Jecostp + Jysint
o= st

~ 2y sinpcosp

+ Jycoste + 2y sinpcosy
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OZNACZENIA
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SCHEMAT
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ELEMENTARNE POLE PRZEKROJU

OPIS

dA - elementarne pole
przekroju

x - odcigta elementu dA
y - rzedna elementu dA

r ~ odleglos¢ elementu dA
od poczatku uktadu O

=Y

16) X

ZNACZENIE
Elementarne pole dA pofozone jest w punkcie (x, y) i znajduje sie
w odlegtosci r od poczatku uktadu wspétrzednych O.
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